
数学分析笔记 (1)

第 1 章 集合与映射  

定理  

.

定理 1.1.1 可列个可列集的并也是可列集.

定理1.1.2 有理数是可列集.

定理 1.2.1 三角不等式

定理 1.2.2 平均值不等式

 

第 2 章 数列极限  

定理  

整数具有 离散性, 有理数具有 稠密性, 实数具有 连续性.

定理 2.1.1 (确界存在定理——实数系连续性定理) ⭐  非空有上界的数集必有上确界, 非空有下界的数集
必有下确界.

定理 2.1.2 (确界唯一性定理) 非空有解数集的上 (下) 确界是唯一的.

有理数集合若有界, 则未必有确界.

定理 2.1.3 (Dedekind 切割定理) ⭐  设   是实数集  的一个切割，则  有最大值或  有最小值.

定理 2.2.1 收敛数列极限的唯一性.

定理 2.2.2 收敛数列的有界性.

定理 2.2.3 收敛数列的保序性.

定理 2.2.4 收敛数列的夹逼性.

定理 2.2.5 数列极限的四则运算.

定号无穷大量: 正无穷大量, 负无穷大量.

定理 2.3.1 设 , 则  是无穷大量的充要条件是  是无穷小量.
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定理 2.3.2 设  是无穷大量, 若当  时,  成立, 则  是无穷大量.

推论 设  是无穷大量, , 则  和  都是无穷大量.

定理 2.3.3 (Stolz 定理) ⭐  设  是严格单调增加的正无穷大量, 且  (可以为

正负无穷), 则 .

若第一个极限不存在 (如为不定号无穷), 则不一定成立.

定理 2.4.1 单调有界数列必定收敛.

定义 2.4.1 如果一列闭区间  满足条件

1. .
2. .

则称这列闭区间形成一个 闭区间套.

定理 2.4.2 (闭区间套定理) ⭐  如果  形成一个闭区间套, 则存在唯一实数  属于所有的闭区间 
, 且 .

若改为开区间套, 则结果亦成立, 只不过这个实数可能不属于任何一个上述开区间.

定理 2.4.3 实数集是不可列集.

定理 2.4.4 若数列收敛域 a, 则它的任何子列也收敛于 a.

推论 若数列有两个子列分别收敛于不同的极限, 则该数列发散.

定理 2.4.5 (Bolzano-Weierstrass 定理) ⭐  有界数列必有收敛子列. (应用闭区间套定理)

定理 2.4.6 无界数列必存在子列极限为无穷.

定义 2.4.3 如果数列  对于任意给定的 , 存在正整数 , 使得当  时成立 
, 则称该数列为 基本数列.

定理 2.4.7 (Cauchy 收敛原理) ⭐  数列收敛的充要条件是, 该数列为基本数列.

实数系的 完备性: 由实数构成的基本数列必有实数极限.
有理数系不具有完备性. (见自然常数的定义及其无理性)

推论 若数列  满足压缩性条件

则该数列收敛.

实数系基本定理



确界存在定理

单调有界数列收敛定理 确界存在定理

闭区间套定理 闭区间套定理

定理 收敛原理

收敛原理

定理 2.4.8 ⭐  实数系的连续性等价于完备性.

 

笔记  

数列极限

求出递推公式, 或反之, 求出通项公式
单调有界, 数学归纳法, 分奇偶讨论

 

例题  

1. .

2. .

3. 若 , 则

1. . (先考虑 a=0; 对于正负无穷亦成立)

2. . (各项大于 0. 利用均值不等式)

4. 若 , 则

1. . (先考虑 a=b=0)

5. 若  存在, 则

1. . (用前 n 项和表示分子)

2. .

3. 若  是递增的正无穷大量, 则

. (将项转化为前 n 项和)

6. .

7. 利用定义欧拉常数的数列

1. .

2. .
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8. 若 ,

1. 若 , 则  收敛, 且 

.

2. 若 , 则  收敛, 且 

.

 

第 3 章 函数极限与连续函数  

定理  

定理 3.1.1 (极限唯一性) 设  与  都是函数  在点  的极限, 则 .

定理 3.1.2 (局部保序性) 若 , 则存在 , 当 

 时, 成立 .

推论 1 若 , 则存在 , 当 , 成立 .

推论 2 若 , 且存在 , 使得当  时, 成立 

, 则 .

推论 3 (局部有界性) 若 , 则存在 , 使得  在  有界.

定理 3.1.3 (夹逼性) 若存在 , 使得当  时, 成立 , 且 
, 则 .

定理 3.1.4 函数极限的四则运算.

定理 3.1.5 (Heine 定理)  的充要条件是, 对于任意满足条件 

 的数列 , 相应的函数值数列  成立 

.

定理 3.1.5'  存在的充要条件是, 对于任意满足条件  

的数列 , 相应的函数值数列  收敛.

定理 3.1.6 ⭐  函数极限  存在且有限的充要条件是, , 使得 

.

同样的还有 . (即函数极限的 Cauchy 收敛原理, 应用 Heine 定

理可证.)

单侧极限, 单侧连续.

不连续点

第一类不连续点: 左右极限存在但不相等.

又称 跳跃点, 左右极限只差称为该点的 跃度.

第二类不连续点: 左右极限至少有一个不存在.
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第三类不连续点: 左右极限存在且相等, 但不等于该点的函数值.

另一种分类

第一类间断点: 左右极限存在

可去间断点
跳跃间断点

第二类间断点: 左右极限不存在

无穷间断点
震荡间断点

Dirichlet 函数

为有理数

为无理数

在任意点单侧极限不存在, 故任意点都为震荡间断点.

Riemann 函数 ⭐ 

是无理数

在任意点的极限存在且为 0. 即一切无理点都是连续点, 一切有理点都是可去间断点.

定理 3.2.1 (反函数存在性定理) 若函数  是严格单调增加 (减少) 的, 则存在它的反函
数 , 并且  也是严格单调增加 (减少) 的.

定理 3.2.2 (反函数连续性定理) 设函数  在闭区间  上连续且严格单调增加, 则它的反函
数  在  连续且严格单调增加.

定理 3.2.3 (复合函数连续性定理) 若  在点  连续,  在点  连续, 
则复合函数  在点  连续.

定理 3.2.4 一切初等函数在其定义区间连续.

高阶无穷小量: .
同阶无穷小量: . (或同阶无穷大量)
等价无穷小量: . (或等价无穷大量)

 表示其为无穷小量.
 表示其为有界量.

定理 3.3.1 设  在  的某个去心邻域  上有定义, 且 , 那
么

1. .

2. .

定理 3.4.1 (有界性定理) 若函数  在闭区间  上连续, 则它在  上有界.

推论 若函数  在闭区间  上连续, 且  (有限数), 则它在  上有界.



定理 3.4.2 (最值定理) 若函数  在闭区间  上连续, 则它在  上必能渠道最大值与最小值, 
即

定理 3.4.3 (零点存在性定理) 若函数  在闭区间  连续, 且 , 则 
.

定理 3.4.4 (中间值定理) 若函数  在闭区间  上连续, 则它一定能取到最大值和最小值之间的
任何一个值.

推论 若函数  在闭区间  连续,  是最小值,  是最大值, 则其值域为 .

定义 3.4.1 设函数  在区间  上定义, 若

则称函数  在此区间上 一致连续.

定理 3.4.5 ⭐  设函数  在区间  上定义, 则  在  上一致连续的充要条件是: 对任何点列 
 和 , 只要满足 , 就成立 

.

定理 3.4.6 (Cantor 定理) ⭐  若函数  在闭区间  上连续, 则它在  上一致连续. (一致连续
性定理)

定理 3.4.7 ⭐  函数  在有限开区间  连续, 则  在  上一致连续的充要条件是 
 与  存在.

该定理不适用于无限开区间的情况.
⭐  若函数  在  上连续, 且  (有限数), 则  在  上一致

连续.

 

笔记  

注意事项

 需要分正负无穷两类讨论.

总结

实数系的 5 个基本定理: 确界存在性定理, 闭区间套定理, Bolzano-Weierstrass 定理, Cauchy 收敛
原理.
闭区间上连续函数的 5 个定理: 有界性定理, 最值定理, 零点存在性定理, 中间值定理, Cauchy 定理.

一致连续性

基本初等函数 ⭐ 

 在  一致连续.
 在  非一致连续, 在  一致连续.

 在  一致连续.
 在  非一致连续.

 在  非一致连续, 在  一致连续.
 在  一致连续, 在  非一致连续.
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性质 ⭐ 

一致连续函数的复合函数一致连续.
一致连续函数之和一定一致连续.
一致连续函数之积不一定一致连续

 

第 4 章 微分  

定理  

定理 4.1.1 函数  在  处可微的充要条件是在此处可导.

定理 4.3.1 .

定理 4.3.2 .

定理 4.3.3 .

推论 .

定理 4.3.4 (反函数求导定理) .

定理 4.4.1 (复合函数求导法则) .

一阶微分形式不变性

定理 4.5.1 .

定理 4.5.2 (Leibniz 公式) .

 

笔记  

微分

.
.

.

关系

可微必定连续

可微等价于可导

 

第 5 章 微分中值定理及其应用  
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定理  

定理 5.1.1 (Fermat 引理) 设  是  的一个极值点, 且  在  处导数存在, 则 .

定理 5.1.2 (Rolle 定理) 设函数  在闭区间  上连续, 在开区间  上可导, 且 , 
则至少存在一点 , 使得

Legendre 多项式 ⭐   在  恰有  个不

同的根.

定理 5.1.3 (Lagrange 中值定理) 设函数  在闭区间  上连续, 在开区间  上可导, 则至少存
在一点 , 使得

若 , 则 Lagrange 公式又可写作

定理 5.1.4 若  在  上可导且有 , 则  在  上恒为常数.

定理 5.1.5 (一阶导数与单调性) 设函数  在区间  上可导, 则其单调递增的充要条件是 
.

定理 5.1.6 (二阶导数与凸性) 设函数  在区间  上二阶可导, 则  在区间  上是下凸函数的充
要条件是 .

定理 5.1.7 拐点的判别.

定理 5.1.8 (Jensen 不等式) 若  为区间  的下凸 (上凸) 函数, 则对于任意的  和满足 

 的 , 成立

定理 5.1.9 (Cauchy 中值定理) 设  和  都在闭区间  上连续, 在开区间  上可导, 且
对于任意 , 则至少存在一点 , 使得

Darboux 定理 ⭐  设  在  上可导, , 则 
.

定理 5.2.1 (L' Hospital 法则) 设函数  和  在  上可导, 且 . 若 

 或 , 且  存在 (有限数或无穷), 则成立
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定理 5.3.1 (带 Peano 余项的 Talor 公式) 设  在  处有  阶导数, 则存在  的一个邻域, 对于该
邻域中的任一点 , 成立

其中余项 .

定理 5.3.2 (带 Lagrange 余项的 Taylor 公式) 设  在  上具有  阶连续导数, 且在  上有 
 阶导数. 设  为一定点, 则对于任意 , 成立

其中余项 ,  在  和  之间.

引理 设函数  在  上连续, 在  处可导, 在  上的  个不同的点上有 , 同时
在其中的  个点上有 , 则  在  内至少有  个不同的零点.

定理 5.3.3 (插值多项式的余项定理) ⭐  设  在  上具有  阶连续导数, 在  上具有  
阶导数, 且  在  上的  个互异点  上的函数值和若干阶导数值 

 是已知的, 则对于任意 

, 差值问题有余项估计

这里的 .

定理 5.3.4 满足上述插值条件的多项式存在且唯一.

1. Lagrange 插值多项式 .

2. Taylor 插值多项式 .

3. Hermite 插值多项式 ⭐  .

其中  是满足条件



的 基函数, 其中  为 Kronecker 记号. 实际上

Marclaurin 公式

定理 5.4.1 设  在  的某个邻域有  阶导数存在, 则它的  次 Taylor 多项式的导数恰为 
 的  次 Taylor 多项式.

渐近线 水平渐近线, 斜渐近线, (铅锤渐近线). 充要条件为:

以正无穷为例, 则有

外推 ⭐  若对于某个值 , 按参数  算出的近似值  可以 Taylor 展开 (无需真正计算), 则

于是两个  阶的近似值组合得到了  的近似值. 同样的,

定理 5.5.1 (极值点判定定理) 第一判别法和第二判别法.

数值求解

1. 二分法.

2. Newton 迭代法 (切线法).

Newton 法是二次收敛 (平方收敛) 的迭代方法.

3. 割线法 (弦割法).

定理 5.6.1 设  在  中有二阶连续导数, 且满足条件

1. ;
2.  在  保号;
3.  在  保号.



取 , 且 , 则以之为初值的 Newton 迭代过程  产

生的序列  单调收敛于方程  在  中的唯一解.

 

笔记  

泰勒公式的应用

近似计算

求极限
证明不等式

求曲线的渐近线

外推

函数作图

1. 定义域, 不连续点.
2. 奇偶性, 周期性.
3. 驻点, 导数不存在的点.
4. 拐点, 凹凸性.
5. 渐近线.

Machin 公式 .

 

例题  

1. Jensen 不等式

1. 若 , 则 .

2. 

3. 中值定理

1. .
2. 设  在  上连续, 在  上可导,  在  上有界, 则 

 也在  上有界.

3. .

4. 设  在  上具有二阶导数, 且 , 则 . ⭐ 

5. 利用 Stolze 定理

1. 设 , 则 .

2. 设 , 则 .

 

第 6 章 不定积分  
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定理  

定理 6.1.1 (线性性) 若函数  和  的原函数都存在, 则对任意常数  和 , 函数 

 的原函数也存在, 且为 .

两类换元积分法

分部积分公式

有理函数的不定积分

定理 6.3.1 ⭐  设有理函数  是真分式, 多项式  有  重实根 , 即 

. 则存在实数  与多项式 , 其次数低于  
的次数, 成立

定理 6.3.2 ⭐  设有理函数  是真分式, 多项式  有  重共轭复根 , 即 

. 则存在实数  和多
项式 , 其次数低于  的次数, 成立

推论

积分表见 p237.

 

笔记  

有理函数不定积分

拆项比较系数时, 通分时分子不展开, 而是代入特殊值, 简化计算.
定理 6.3.2 推论的右边数项, 高次分母的积分时, 分子拆成两部分, 一部分利用换元法消去 x; 另一部
分分子为常数, 配凑出二次项, 一部分与分母相消, 另一部分使用分部积分, 则可得到递推公式.

可化成有理函数不定积分的情况

1. , 作变量代换 , 则 .

2. , 作变量代换 , 则

.

3. , 作变量代换 , 则

.

多项式的其它形式 (平移)
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例题  

1. 设多项式  系数满足关系 , 则  是初等函数. 

⭐ 

 

第 7 章 定积分  

定理  

Riemann 可积 若  使得对任意一种划分 
 和任意点  只要  便

有

则称  在  上 Riemann 可积, 称  是  在  上的定积分.

Dirichlet 函数在 Riemann 意义下不可积 (在每个小区间分别考虑有理数与无理数, 则二者和式的极
限分别为 0 和 1).

Darboux 和 记  在  和  的上下确界分别为  则和式

分别称为相应于划分  的 Darboux 大和 与 Darboux 小和.

定义  为  在  上的 振幅.

引理 7.1.1 若在原有划分中加入分店形成新的划分, 则大和不增, 小何不减.

引理 7.1.2 记  分别为一切可能的大和与小和的集合, 则

引理 7.1.3 (Darboux 定理) ⭐  对任意在  上有界的函数 , 恒有

定理 7.1.1 (Riemann 可积的充要条件) ⭐  有界函数  在  可积的充要条件是
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定理 7.1.2 ⭐  有界函数  在  可积的充要条件是

推论 0 ⭐  有限区间上的一致连续函数必定可积.

推论 1 ⭐  闭区间上的连续函数必定可积.

推论 2 ⭐  闭区间上的单调函数必定可积.

定理 7.1.3 ⭐  有界函数  在  可积的充要条件是

推论 3 ⭐  闭区间上只有有限个不连续点的有界函数必定可积.

Riemann 函数在  可积.

定积分的基本性质

性质 1 (线性性质) .

推论 若  在  上可积, 而  只在有限个点上与  的取值不相同, 则  在  上也

可积, 并且 .

性质 2 (乘积可积性) 设  和  都在  上可积, 则  在  上也可积.

性质 3 (保序性) 设  和  都在  上可积, 且恒有 , 则成立 

.

性质 4 (绝对可积性) 若  在  上可积, 则  也于此可积, 且 

.

性质 5 (区间可加性) 设  在  上可积, 则对任意点 ,  在  和  上都可积; 

反之亦然, 且 .

性质 6 (积分第一中值定理) 设  和  都在  上可积,  在  上不变号, 令  分
别为  在  的上下确界. 则存在 , 使得

特殊的, 当  连续且  时, .

定理 7.3.1 设  在  上可积, 作函数 , 则

1.  是  上的连续函数.
2. 若  在  上连续, 则  在  上可微, 并且 .



定理 7.3.2 (微积分基本定理) 设  在  上连续,  是  在  上的一个原函数, 则

定理 7.3.3 设  在区间  上有连续倒数, 则

定义 7.3.1 ⭐  设  是定义在  上的一列函数 , 若对任意的  和 , 
 在  上可积, 且有

则称  是  上的 正交函数列. 当  是多项式时, 称为 正交多项式列.

⭐  Legendre 多项式是  上的正交多项式列.

定理 7.3.4 设  在区间  上连续,  在区间  (或 ) 上有连续导数, 其值域包含
于 , 且 , 则

注意  须有连续导数.

定理 7.3.5 设  在  上可积, 则

1. 若  是偶函数, 则 .

2. 若  是奇函数, 则 .

定理 7.3.6 设  是以  为周期的可积函数, 则对任一 ,

 是任意一个长度为  的区间上的正
交函数列.

⭐  注意最后一列最后两行. (均为饶 x 轴旋转)



绕 y 轴旋转: .

曲率

n 步 Newton-Cotes 求积公式 ⭐  将  以步长  分成  等分, 以分点  为

节点作 Lagrange 插值多项式, 并积分, 得

其中 Cotes 系数 为

由表达式及 Newton-Cotes 公式对  精确成立, 知

1. .



2. .

当  时, 得到梯形公式.
当  时, 得到 Simpson 公式 ⭐ 

当  时, 得到 Cotes 公式 ⭐ 

定理 7.6.1 (Newton-Cotes 公式误差估计定理) ⭐  设  在  连续, 则用 Newton-Cotes 

公式计算  的误差  满足估计式

注意这里是  次多形式.

定义 7.6.1 若一个数值求积公式在被积函数时任意不高于  次的多项式时都精确成立, 而且存在着一个 
 次多项式使公式不能精确成立, 则称该求积公式具有 n 次代数精确度.

推论 1 ⭐   步 Newton-Cotes 求积公式的代数精度至少为 .

推论 2 ⭐   步的 Newton-Cotes 求积公式的代数精度至少为 .

特别地, 当  时, Simpson 公式具有三次代数精度.

复化求积公式 ⭐ 

1. 复化梯形公式

对整个区间直接使用梯形公式的误差为 , 复化梯形公式的误差为 .

2. 复化 Simpson 公式



误差为 . (实质上是对复化梯形公式做了一次外推)

3. 复化 Cotes 公式

4. Romberg 方法

适合计算机实现 自适应算法.

定义 7.6.2 设使用  上  个节点  的近似求积公式

对于  次的任意多项式  都有

则称该求和公式为  上的 Gauss 型求积公式.

Gauss-Legendre 求积公式 ⭐  以  次 Legendre 多项式  的根  作为插值节点, 
作  的 Lagrange 插值多项式, 并在  上积分, 由此得到的数值积分公式称为 Gauss 型求积公
式.

 

笔记  

Holder 不等式 设  在  上连续, , 则

由 .

设  和  在  上都可积, 则

Schwarz 不等式 .

Minkowski 不等式 .
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例题  

可积性

设  在  上可积

则  在  上有界.

若 , 则  在  上也可积.

若  在  上连续, 则  在  上可积.
若  在  上有界

若不连续点为 , 且  存在, 则  在  上也可积.

可积的充要条件是:  使得振幅  的小区间长度和 .

1. 由定积分定义与 Jensen 不等式得: 🌙

1. .

2. .

2. 设  在  上二阶可导, , 则

注: 对泰勒展开式积分. 🌙

3. 设  在  上连续, 且单调减少, 则 🌙

1. 法一: 求导, 求极值.

2. 法二: 对  两端分别使用中值定理.

3. 法三: .

4. (Young 不等式) 设  是  上严格单调增加的连续函数, 且 , 则

5. 设  和  在  上连续, 且 , 则

 

第 8 章 反常积分  
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定理  

Cauchy 主值 (cpv)

定理 8.2.1 (Cauchy 收敛原理) ⭐  反常积分  收敛的充要条件是:

定义 8.2.1 设  在任意有限区间  上可积, 且  收敛, 则称 

 绝对收敛,  在  上 绝对可积.

若  收敛而非绝对收敛, 则称为 条件收敛,  在  上 条件可积.

推论 若反常积分  绝对收敛, 则它一定收敛.

定理 8.2.2 (比较判别法) 设在  上恒有 , 其中  是正常数, 则

1. 当  收敛时,  也收敛.

2. 当  发散时,  也发散.

推论 (比较判别法的极限形式) 设在  上恒有  和 , 且 , 则

1. 若 , 则  收敛时  也收敛.

2. 若 , 则  发散时  也发散.

若 , 则  与  同时收敛或同时发散.

定理 8.2.3 (Cauchy 判别法) 设在  上恒有 ,  是正常数, 则

1. 若 , 且 , 则  收敛.

2. 若 , 且 , 则  发散.

推论 (Cauchy 判别法的极限形式) 设在  上恒有 ,  是正常数, 且 
, 则

1. 若 , 则  收敛.

2. 若 , 则  发散.

定理 8.2.4 (积分第二中值定理) ⭐  设  在  上可积,  在  上单调, 则存在 , 
使得
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推论 ⭐  在定理 8.2.4 的条件下

1. 若  在  上单调增加, 且 , 则存在  使得

2. 若  在  上单调减少, 且 , 则存在  使得

定理 8.2.5 (A-D 判别法) ⭐  若下列两个条件之一满足, 则  收敛:

1. (Abel 判别法)  收敛,  在  上单调有界.

2. (Dirichlet 判别法)  在  上有界,  在  上单调有界

且 .

 

笔记  

Cauchy 主值:

若 , 则  收敛  收敛.

 

例题  

1. 设  收敛, 且  在  一致连续, 则 .
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